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BAYESOWSKA TEORIA OCENY
PODOBIENSTWA 1 KATEGORYZACJI

Wprowadzenie

Mozna zaryzykowac stwierdzenie, ze kategoryzacja, uogoélnianie,
ocena podobienstwa i tworzenie poje¢ sg, na pewnym poziomie ogol-
nosci, tym samym zjawiskiem. U podstawy wszystkich tych procesow
lezy problem okre$lenia pewnej relacji, wyrazajacej najogdlniej rozu-
miang zgodnos¢ wilasnosci. Aby nie ogranicza¢ mozliwosci formuto-
wania wnioskdéw odnoszacych sie do szerokiej klasy problemow, z jed-
nej strony, ale i nie ostabia¢ sity tych wnioskéw przez zbyt szeroka de-
finicje kategoryzacji — z drugiej, nalezy rozwaznie okresli¢ jakie rodzaje
procesow oceny podobienstwa beda przedmiotem analizy w niniej-
szym rozdziale. Wydaje sig, ze zbytnim uproszczeniem, potaczonym
z grozba zagubienia sensu pojecia , kategoryzacja”, bytoby rozwazanie
dowolnego rodzaju relacji. Takze relacje bliskosci lub pokrewienstwa,
okreslong wylacznie na podstawie cech obiektow, ich odlegtosci i roz-
ktadu w przestrzeni wtasnosci, chociaz moze ona stanowi¢ wazny krok
w procesie kategoryzacji lub uzyteczna heurystyke eksploracyjna (jak
na przyklad analiza skupien), trudno traktowac jako podstawe do two-
rzenia pojec¢. Najbardziej interesujace sa przypadki, kiedy relacja jest
okredlana na podstawie dostepnych cech obiektow, jednak kryterium
oceny podobienstwa jest pewna cecha, ktora jest wazna ze wzgledu na
adaptacje podmiotu do $rodowiska i, przy tym, nie jest bezposrednio
dostepna podmiotowi okreslajacemu to podobienstwo.
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Mozna wskaza¢ dwie konsekwencje przyjecia powyzszej definicji
problemu oceny podobienstwa. (a) Istnieje wiele mozliwych dobrych
lub najlepszych kategoryzacji tego samego zbioru. (b) Kategoryzacja
moze wymagac¢ wnioskowania w celu uzyskania koniecznych do jej
przeprowadzenia informacji. Chodzi tu o informacje, ktére sa kluczo-
we dla procesu okreslenia relacji miedzy wtasnosciami jawnymi a wta-
snosciq kryterialng i ktére, w nietrywialnym przypadku, nie sa dostep-
ne bezposrednio. W szczegdlnosci, kategoryzacja ze wzgledu na dane
kryterium moze by¢ niemozliwa, w przypadku braku zwiazku miedzy
wilasnoscia kryterialng a wtasnos$ciami dostepnymi poznawczo lub gdy
zwiazek ten przybiera postac funkcji nieobliczalnej efektywnie.

Dwa opisy procesu tworzenia kategorii sa rozwazane najczesciej:
przez poszukiwanie funkcji odleglosci w jakiej$ przestrzeni podobien-
stwa oraz przez tworzenie klasy abstrakcji. Oba opisy, pomimo zasad-
niczych réznic na poziomie formalnym, sa w istocie dwoma sposobami
ujecia tego samego problemu: ciaglym i dyskretnym. Poniewaz poszu-
kiwanie funkcji odlegtosci jest problemem ogolniejszym, ten wtasnie
proces zostanie tutaj utozsamiony z tworzeniem poje¢. Powyzsze sfor-
mulowanie problemu wymaga abstrahowania od nazywania poje¢, czy
ogolniej, od jakichkolwiek ich wiasnosci wynikajacych z ich zwiazkow
z jezykiem.

Podawanie na tym etapie wywodu przyktadu sytuacji, w ktorej
organizm staje przed zadaniem kategoryzacji, moze wyglada¢ na za-
bieg stojacy w sprzecznosci z dazeniem do maksymalnej ogdlnosci.
Ponadto, poniewaz problem jest rozwazany na dos¢ elementarnym po-
ziomie — moze si¢ wydawac niepotrzebne. Jednak uzyskanie intuicji co
do tego, jak rozumiane sa poszczegdlne elementy prezentowanych tu
teorii, moze okazac sie uzyteczne dla $ledzenia dalszych czesci prezen-
towanego tu rozumowania.

Za przyklad wnioskowania o przynaleznosci do kategorii niech
postuzy sytuacja organizmu, ktéry majac do wyboru owoce o réznych
wlasciwosciach, musi wybrac te, ktdre sa jadalne (owoce sa wigc dzie-
lone na dwie kategorie — jadalne i niejadalne). Jawne cechy, na podsta-
wie ktdrych nastepuje kategoryzacja to, na przyktad, rozmiar owocu,
jego kolor, wysokos¢, na jakiej rosnie lub pora dnia, o jakiej zostat zna-
leziony. Ukryta wtasnos¢, bedaca kryterium przynaleznosci do katego-
rii, to jadalno$¢ owocu. Zatézmy, ze na poczatku procesu kategoryzacji
organizm nie ma zadnej wiedzy o relacji miedzy obserwowalnymi ce-
chami owocow a ich cecha kryterialng. Sytuacja zmienia si¢ nieco po
zjedzeniu pierwszego owocu i stwierdzeniu, ze byt jadalny. Dla orga-
nizmu, ktdry nie dysponuje zadnymi metodami wnioskowania o podo-
bienstwie obiektéw, ta informacja jest bezuzyteczna, poniewaz owoc,
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o ktérym informacje posiada organizm, zostat juz zjedzony. Natomiast
organizm, ktéry ma mozliwos¢ oszacowania prawdopodobienistwa, ze
inny owoc, mniej lub bardziej do tamtego podobny, okaze si¢ rowniez
jadalny, dysponuje narzedziem poznawczym o trudnej do przecenienia
wartosci adaptacyjnej. Tak wiec pytanie na jakie musi odpowiedzie¢
organizm w opisanej wyzej sytuacji brzmi: ,Jezeli owoc o rozmiarze
n okazal sie by¢ jadalny, to jakie jest prawdopodobienstwo, ze owoc
o rozmiarze n+a okaze si¢ rowniez by¢ owocem jadalnym?”, i dalej:
,Jak to prawdopodobienstwo zalezy od a?”.

Rzecz jasna, analogiczne pytanie mozna zadac¢ dla kazdego z wy-
miaréw, na jakich da si¢ opisa¢ kategoryzowane obiekty. W srodowi-
sku naturalnym mozna wskazac wiele, potencjalnie wrecz nieskoncze-
nie wiele takich wymiaréw opisu, przy czym czesto tylko bardzo nie-
wiele z nich ma zwiazek z wlasnoscig kryterialng. Przypadek, w kto-
rym obiekty posiadaja wiele wymiaréw nie majacych zwigzku z cecha
kryterialna, daje si¢ oczywiscie opisa¢ za pomoca przyjetej definicji
kategoryzacji — funkcja podobienstwa dla wymiaréw niezwigzanych
z wlasnodcig kryterialng bytaby w takim przypadku stata. Trudno jed-
nak oprzec sie wrazeniu, ze uwzglednienie wielu nieistotnych wymia-
row przy tworzeniu funkcji podobieristwa w nieuzasadniony sposob
zwieksza ztozono$¢ problemu. Dlatego wydaje sie, ze wskazane jest
podzielenie procesu tworzenia kategorii na dwa kroki: (a) wyodrebnie-
nie wymiaréw istotnych ze wzgledu na kryterium oraz (b) okreslenie
funkcji podobienistwa wytacznie na owych istotnych wymiarach.

Nie zostang tu rozwazone interesujace problemy dotyczace tego,
w jakiej sytuacji wprowadzenie pierwszego, opisanego wyzej, kroku
staje si¢ korzystne ani tego, jaki mechanizm wyodrebniania istotnych
wymiarow jest optymalny. Pewnych sugestii dotyczacych rozwigza-
nia pierwszego z tych probleméw dostarczy¢ moga studia nad wstep-
nym przetwarzaniem (preprocessing, zob. Maehigashi i Miwa, 2010).
Rozwiazanie problemu drugiego zaproponowali Jones i Canas (2010),
opierajac je na mechanizmie uczenia si¢ ze wzmocnieniem. Inna pro-
pozycje rozwiazania problemu selekcji istotnych wymiaréw prezentuje
praca Gershmana, Cohena i Niv (2010). Druga z wymienionych pro-
pozycji takze zawiera elementy uczenia si¢ ze wzmocnieniem, jednak
gléwnym mechanizmem wnioskowania o istotnosci wymiaréw jest
w niej wnioskowanie Bayesowskie.

Wielo$¢ probleméw teoretycznych, zwiazanych z tworzeniem
poje¢, klas i kategorii oraz mozliwosci ujecia tego zagadnienia, znala-
zta odzwierciedlenie w réznorodnosci psychologicznych préb teore-
tycznego opisu tych zjawisk (np. Tversky, 1977; Rosch, 1978; Murphy
i Medin, 1985; Sheppard, 1987; Jackendoff, 1990). Najszerzej dyskuto-
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wane ujecia podstawowej wersji opisywanego problemu, to jest oceny
podobienstwa, pochodza od Tversky’ego (1977) i Sheparda (1987).

Teoria Amosa Tversky’ego

Teoria Tversky’ego jest jedna z pierwszych psychologicznych teorii
oceny podobienstwa. Jest ona psychologiczna w tym sensie, ze prze-
widuje efekty, ktore sa powszechnie obserwowane w zachowaniu lu-
dzi (Rosch i Mervis, 1975; Rothkopf, 1985; Wish, 1967), a ktdre sa nie-
zgodne z normatywnymi teoriami metrycznymi (np. Torgerson, 1965).
Sposrod efektow przewidywanych przez teorig Tversky’ego, a nieobec-
nych w teoriach normatywnych na najwigeksza uwage zastuguja: brak
symetrycznosci podobienstwa, brak komplementarnosci podobien-
stwa i rdznicy oraz zaleznos¢ podobienstwa od kontekstu.

Teorie normatywne zaktadaja, Ze obiekt a jest podobny do obiektu
b w tym samym stopniu, w jakim b jest podobny do a. Dalej, w teoriach
normatywnych spetniony jest warunek komplementarnosci podobien-
stwa i réznicy, a wiec im bardziej dwa obiekty sg do siebie podobne
tym mniej sa od siebie rézne. I w koncu podobienstwo dwoch obiektow
w teoriach normatywnych nie zalezy od tego, na tle jakich obiektow
jest ono oceniane. Powyzsze wilasnosci wydaja si¢ by¢ zasadne, przy-
najmniej w odniesieniu do abstrakcyjnego pojecia podobienstwa, ktore
jest skrojone na potrzeby formalnego opisu relacji miedzy obiektami;
jak jednak zostalo wspomniane wyzej badania empiryczne pokazuja,
ze ocena podobienistwa dokonywana przez ludzi rzadzi sie troche in-
nymi prawami. Dalej zostanie zaprezentowane wyjasnienie nowych
efektow pojawiajacych sie w teorii Tversky’ego, jednak zanim to nasta-
pi, konieczne bedzie krotkie zaprezentowanie samej teorii.

W modelu Tversky’ego podobienstwo miedzy obiektami zalezy od
wartosci funkgji f operujacej na cechach wspélnych obu obiektom oraz
na cechach specyficznych dla kazdego z nich. Wzér (1) obrazuje relacje
miedzy podobieristwem S obiektow a i b a zbiorami ich cech (A i B),

S(a b)=6f(ANB) —af (A\B) — Bf (B\A). )

Teoria Tversky’ego czesto bywa sprowadzana do powyzszego wzo-
ru, wyrazajacego model kontrastu. W rzeczywistosci jest to najczesciej
stosowany model oceny podobienstwa, oparty na teorii Tversky’ego,
jednak nie jedyny. Co wigcej, teoria Tversky’ego nie tylko nie sprowa-
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dza sie do jednego modelu, ale nie zostaje wyczerpana nawet przez za-
den skoniczony zbiér modeli. Teoria ta sformutowana zostata na pozio-
mie ogdlniejszym niz konkretny model. Jest ona systemem opartym na
zbiorze zatozen, pozwalajacym na wywodzenie z niego modeli oceny
podobienstwa, spetniajacych okreslone warunki.

Zalozenia, na ktorych opiera sie teoria Tversky’ego, to: (a) dopaso-
wanie, (b) monotonicznos¢, (c) niezaleznosé, (d) rozwiazywalnosé i (e)
niezmienno$¢. Zatozenie dopasowania wymaga, aby podobieristwo
dwoch obiektdw s(a, b) byto wyrazone przez funkgje trzech argumen-
tow: cech wspoélnych obiektéw a i b, (A n B), cech nalezacych do a i nie
nalezacych do b, (A \ B) oraz cech nalezacych do b i nie nalezacych do
a, (B \ A). Dalej, model spetnia zatozenie monotonicznosci, jezeli s(a, b)
2 s(a, ¢) zawsze wtedy, kiedy ANB>ANC, A\Bc A\ CorazB\ A
c C\ A. Oznacza to, ze w kazdym modelu zgodnym z teorigq Tversky’ego
podobienistwo miedzy obiektami zwigksza sig, jezeli zwigksza sie liczba
ich cech wspolnych, a zmniejsza si¢, jezeli zwigksza sie liczba cech spe-
cyficznych dla ktéregos z obiektow. Zalozenie niezaleznosci wymaga,
aby uszeregowanie wspolnego efektu ktdrychkolwiek dwoch cech oce-
nianych obiektow bylo niezalezne od trzeciej cechy. Rozwiazywalnos¢
wymaga, aby rozwazana przestrzen cech byla wystarczajaco boga-
ta, zeby mozliwe bylo znalezienie rozwigzan rownan podobienstwa.
Mozna zauwazy¢, ze ostatnie zalozenie nie odnosi si¢ do modeli oceny
podobienistwa, ale do problemoéw, do rozwiazania ktérych uzywa sie
tych modeli. W koncu, zalozenie niezmienno$ci wymaga aby zachowa-
na byta réwno$¢ interwatéw miedzy cechami obiektow.

Innym niz model kontrastu, powszechnie stosowanym modelem,
ktory spelnia warunki teorii Tversky’ego jest model proporgji. Wzor (2)
obrazuje zalezno$¢ podobienstwa migedzy obiektami od liczby ich cech
wspolnych i dystynktywnych wedtug tego modelu,

f(ANB) .
f(ANB) + af (A\B) + Bf (B\A)

S(a,b) = (2)

Podobienstwo zdefiniowane za pomoca opisanego wyzej syste-
mu aksjomatéw cechuje sie wczesniej wspomnianymi wlasnosciami.
Mianowicie: brakiem symetrycznosci, brakiem komplementarnosci z
roznica oraz zalezno$cig od kontekstu. Latwo pokazaé, ze podobien-
stwo nie musi by¢ relacja symetryczna. Zaréwno z modelu kontrastu,
jak i z modeli proporcji wynika, ze:

S(a, b) = S(b, a) wtw  f (A\B) + B f(B\A) = f (B\A) + B f(A\B)
wtw (- B) f(A\B) = (a - B) f (B\A).
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Tak wigc a jest podobne do b w takim samym stopniu, jak b jest
podobne do a tylko jezeli oc = 3 lub f (A\B) = f (B\ A), co z pewnoscig nie
musi by¢ prawda w ogdélnym przypadku.

Komplementarnos$¢ podobienstwa i réznicy polega na tym, ze oce-
na roéznicy jest liniowa funkcja oceny podobienistwa o nachyleniu —1.
Oznacza to, ze wzrost podobieristwa miedzy dwoma obiektami ozna-
cza spadek réznicy miedzy nimi. Jednak wedtug teorii Tversky’ego nie
musi tak by¢ zawsze. Jezeli cechy wspolne maja wieksza wage w ocenie
podobienstwa niz w ocenie réznicy, to dwa obiekty, ktore maja wie-
cej cech zaréwno wspdlnych, jak i specyficznych, moga by¢ ocenione
zarowno jako bardziej podobne, jak i jako bardziej rozne niz obiekty,
ktore maja mniej cech wspdlnych i specyficznych.

Wedtug teorii Tversky’ego podobienstwo miedzy obiektami za-
lezy od kontekstu, w jakim jest oceniane. W jednym z badan Tversky
(1977) poprosil osoby badane o podzielenie czterech podanych panstw
na dwie grupy panstw najbardziej do siebie podobnych. Austria zesta-
wiona ze Szwecja, Polska i Wegrami byta najczesciej (49%) grupowana
ze Szwedja, podczas gdy zestawiona ze Szwecja, Norwegia i Wegrami,
najczesciej (60%) trafiata do grupy razem z Wegrami. Dziato sie tak dla-
tego, ze na wyrazistosc cechy, a wiec posrednio na ocene podobienstwa,
ma wpltyw dystynktywnosc tej cechy, czyli to, jak czesto réznicuje ona
miedzy obiektami w zbiorze, w odniesieniu do ktérego nastepuje ocena.

Teoria Tversky’ego, bedac duzym krokiem na drodze do zrozumie-
nia procesu oceny podobienistwa przez ludzi, ma jednak pewne wady.
Jedna z nich jest duza zlozonos¢ modelu. Model Tversky’ego posiada
wolne parametry, ktorych psychologiczna interpretacja nie jest fatwa.
Dobor réznych wartoéci tych parametréw prowadzi do otrzymania
roznych rodzajéow funkcji podobienstwa. Rowniez funkcja operujaca
na zbiorach cech moze zosta¢ dobrana na rézne sposoby, pozwalajac
na uzyskanie wielu réznych hipotez. Nalezy pamietac, Ze spojrzenie
Z jeszcze Wyzszego poziomu ogolnosci pozwala zauwazy¢, ze przed-
stawione powyzej modele propordji i kontrastu sa tylko dwoma z wielu
mozliwych modeli zgodnych z aksjomatyczna teorig Tversky’ego.

Teoria Rogera Sheparda

Drugi ze wspomnianych modeli, model Sheparda, réwniez cechu-
je sie kilkoma interesujacymi witasnos$ciami. By¢ moze na najwieksza
uwage zastuguje sam sposdéb ujecia problemu w tej teorii. Przy tym
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zastosowanie metody uzytej przez Sheparda nie jest ograniczone do
problemu oceny podobienistwa, ale moze zosta¢ rozszerzone na wiele
zagadnien z dziedziny psychologii i kognitywistyki. Shepard za punkt
wyijscia przyjat nie problem wyjasnienia danych obserwacyjnych do-
tyczacych zachowania badanych podmiotéw w sytuacji generalizacji
reakdji, ale zagadnienie, jakiego problemu rozwigzaniem jest owo za-
chowanie. Przyjmujac pewne zatozenia dotyczace natury tego proble-
mu i natury srodowiska, w jakich jego rozwiazanie zachodzi, Shepard
doszedt (dedukcyjnie) do hipotez dotyczacych zachowania ludzi (czy
zwierzat w ogole) w rozwazanej sytuacji. Dzieki sformulowaniu teo-
rii w abstrakcyjnej przestrzeni psychologicznej, Shepard uzyskal nie-
zmienniczo$¢ predykcji ze wzgledu na warunki eksperymentalne i ce-
chy badanych organizméw. Jako uzasadnienie dla owej niezmienni-
czosci Shepard przywotywat twierdzenie, Ze prawo generalizagji jest
skutkiem adaptacji do uniwersalnych wtasnosci swiata.

Shepard rozwazat problem generalizacji reakcji, to jest szacowat
prawdopodobienstwo, ze zachowanie, bedace wyuczong reakcja na
bodziec wzorcowy, zostanie zaobserwowane takze jako reakcja na bo-
dziec testowy — podobny do wzorcowego. Przyjat, Ze reakcja na bo-
dziec testowy o tyle jest adaptacyjna, o ile oba bodzce dzielg wtasnosc,
ktora czyni adaptacyjna reakcje na bodziec wzorcowy. W tej sytuacji
odpowiedz na pytanie o to, jak prawdopodobna jest reakcja na bodziec
podobny do uczacego, sprowadza si¢ do pytania o to, jaka jest szan-
sa, ze obydwa bodzce, wzorcowy i testowy, dzielg pewna, kluczowa
wlasnos¢. Shepard zatozyl, ze rozwazana wlasnos¢ posiadaja bodzce,
dla ktérych warto$¢ pewnej innej — ciagtej — wlasnosci lezy w pewnym
przedziale. Tak wigc prawdopodobienistwo, ze jaki$ nowy bodziec be-
dzie posiadat t¢ sama wlasnos¢, co bodziec zaobserwowany, jest réw-
ne prawdopodobienstwu, ze nowy bodziec lezy w owym nieznanym
przedziale, przy zalozeniu, Ze lezy w nim bodziec zaobserwowany.
Warto zwroci¢ uwage na to rozumowanie, poniewaz okaze sie ono by¢
szczegolnym przypadkiem wnioskowania Bayesowskiego, ktére jest
podstawa modelu Tenenbauma i Griffithsa.

Szczegoly rozumowania Sheparda wygladaty nastepujaco. Jezeli
przedziat!, zawierajacy wszystkie bodzZce majace interesujaca nas wta-
snosc¢ (przedzial znaczacy), ma okreslony rozmiar, to zbiér przedzia-
16w, ktére zawierajg zaréwno zaobserwowany bodziec odniesienia

! Shepard rozwaza nie tylko jednowymiarowe przedzialy, ale réwniez regiony
dowolnej przestrzeni wielowymiarowej, jednak mdéwienie o przedziatach jednowy-
miarowych pozwoli na uproszczenie streszczenia wywodu autora bez zagubienia
istoty jego rozumowania.
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(przypiszmy mu wartos¢ 0), jak i bodziec, o ktérym wnioskujemy (x)
ogranicza sie do przedzialdw, ktérych srodek zawiera si¢ w przecieciu
sie przedziatu o $rodku w punkcie 0 i o srodku w punkcie x (zob. ryci-
ne 1). Poniewaz wszystkie lokalizacje przedziatu znaczacego sa rownie
prawdopodobne, warunkowe prawdopodobienistwo, ze x zawiera si¢
w przedziale znaczacym (jezeli wiemy, Ze 0 si¢ w nim zawiera) wynosi
(s-1x1)/s, gdzie s jest rozmiarem przedziatu. Poniewaz nie wiadomo,
jaki jest rozmiar s przedzialu znaczacego, nalezy rozwazy¢ wszystkie
mozliwe rozmiary, biorac pod uwage prawdopodobienstwo p(s) kaz-
dego rozmiaru. W konsekwengji tego wzér (3) na prawdopodobien-
stwo generalizacji (g(x)) wtasnosci bodzca 0 na bodziec x ma postac:

s — Ixl

9= P> s ©)

Jezeli funkcja g(x) przyjmuje wartos¢ 0 dla wszystkich wartosci s<0
oraz oczekiwana warto$¢ s jest skoriczona (f;"sp(s)ds < =), to mozna po-
kaza¢, ze funkcja prawdopodobienistwa generalizacji (g(x)) jest maleja-
ca z dodatnim przyspieszeniem, a wigc przypomina ksztaltem ujemna
cze$¢ funkcji wyktadniczej. Faktycznie, niezaleznie od rozkladu praw-
dopodobienstwa p(s), ksztatt funkcji ¢ odbiega od ksztaltu funkcji wy-
ktadniczej bardzo nieznacznie, a kiedy funkcja p(s) przyjmuje postac
rozktadu Erlanga (Angus, 2001), g staje si¢ tozsama z rozkladem wy-
ktadniczym. Predykcje modelu, dotyczace wyktadniczego ksztattu za-
lezno$ci prawdopodobienstwa generalizacji reakcji od wielkosci rézni-
cy miedzy bodzZcem testowanym i wzorcowym, sa zgodne z obserwa-
cjami poczynionymi w wielu badaniach (m.in. Blough, 1961; McGuire,
1961; Shepard i Cermak, 1973).
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Ryec. 1. Przedziat o srodku w punkcie 0 (a), o Srodku w punkcie x (b), i przykta-
dowy przedziat o Srodku w punkcie lezacym w przecieciu tych przedzialow
(c), obejmujacy zaréwno 0 jaki i x

Zaproponowany przez Sheparda model przewiduje stosunkowo
prosta relacje pomiedzy odleglo$cia miedzy dwoma porownywanymi
bodzcami a ocena ich podobienstwa. Jak to mozliwe, ze taka relacja
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nie zostata zaobserwowana, wziawszy pod uwagg, ze zjawiska oceny
podobienstwa i generalizacji reakcji byly wczesniej wielokrotnie ba-
dane? Mozna to wytlumaczy¢ tym, ze wazna cecha modelu Sheparda
jest przyjecie jako przestrzeni odniesienia nie konkretnych warto-
$ci bodzcodw, ale pewnej abstrakcyjnej przestrzeni psychologiczne;.
Przed zastosowaniem przez Sheparda przeksztalcenia zwanego ska-
lowaniem wielowymiarowym, analizowano zaleznosci miedzy war-
to$ciami bodzcow wyrazonymi wprost (na przyktad barwa wyrazona
jako dlugosc fali Swietlnej). Okazuje sig, ze w takim wypadku relacja
miedzy odlegtosciag miedzy bodzcami a ich podobienstwem rézni sie
w zaleznosci od modalnosci, badanego organizmu czy typu bodzca
(zob. przeglad wynikéw w: Shepard, 1987). Shepard przez analogie
z procesem abstrakcji zastosowanej przez Newtona podczas tworze-
nia teorii grawitacji zdecydowat sie opisa¢ bodzce jako wartosci w
pewnej abstrakcyjnej, wielowymiarowej przestrzeni psychologicznej,
co sprawilo, ze reguta wyktadniczego spadku podobienstwa zostaje
zachowana. Na przyktad, aby méc zastosowac regute podobienstwa
do oceny barw, nalezy opisywac je nie jako dlugos¢ fali Swietlnej, ale
jako punkt na dwuwymiarowym Newtonowskim (1704/1979) kole
barw. Podobnie poréwnywane tony, aby ocena ich podobienstwa
przez ludzi spelnita zasade opisang przez Sheparda, musza by¢ wyra-
zone nie jako wysokosci dzwieku, ale jako punkty na tréjwymiarowej
helisie (Shepard, 1958).

Za gldwna zalete modelu Sheparda nalezy, jak si¢ wydaje, uznac to,
ze wyraza on problem oceny podobienstwa wprost i przewiduje, ze za-
chowanie bedzie préba optymalnego rozwiazania tego problemu. Pod
tym wzgledem model Sheparda rézni si¢ od modelu Tversky’ego, ktory
odtwarza zachowanie w sytuacji oceny podobienistwa za pomoca opi-
su, ktéry pomimo godnej zauwazenia trafnosci predykgji, nie sprawia
wrazenia, ze udaje mu sie uja¢, czym w istocie jest ocena podobienstwa.
Glowna wada modelu Sheparda jest natomiast brak ogdlnosci. Model
odnosi sie tylko do kategorii, ktore sa powiazane z obserwowana ce-
cha w ten sposdb, ze ceche kryterialng posiadaja obiekty, ktérych war-
tos¢ (tj. wartos¢ ich cechy obserwowanej) zawiera si¢ w spdjnym i cia-
glym przedziale. Ponadto model Sheparda nie jest w stanie uwzgledni¢
tendencyjnosci w klasyfikowaniu obiektéw (na przyklad tendencji do
uznawania obiektu za przynaleznego do kategorii pomimo braku wy-
starczajacego uzasadnienia) lub wiedzy o tym, ze poszukiwana katego-
ria ogranicza si¢ do pewnych przedzialéw z wigkszym prawdopodo-
bienstwem niz do innych. Rozwigzania zaréwno problemu ogdlnosci
struktury dopuszczalnych kategorii, jak i niemozliwosci uwzglednienia
wiedzy apriorycznej dostarcza Bayesowski model kategoryzacji.
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Model Bayesowski

Teoria Tenenbauma i Griffithsa (2001) jest oparta na prostym zato-
zeniu, ze wnioskowanie o podobienistwie jest szczegdlnym przypad-
kiem wnioskowania Bayesowskiego (Bayes, 1763). Aby uczyni¢ przed-
stawienie modelu Tenenbauma i Griffithsa fatwiejszym, by¢ moze
wskazane bedzie w tym miejscu krotkie przypomnienie na czym pole-
ga wnioskowanie Bayesowskie.

Twierdzenie Bayesa odnosi si¢ do wnioskowania o prawdopodo-
bienstwie warunkowym (p(hld)) zdarzenia h (prawdopodobienstwo,
ze wystapi zdarzenie h, jezeli wystapilo zdarzenie d) na podstawie
prawdopodobienstwa warunkowego (p(d1h)) zdarzenia d oraz praw-
dopodobienstw bezwarunkowych zdarzen p i h. Regute wnioskowania
obrazuje wzor (4):

p(hld)p(h) ) (4)

p(hld) = O

Powyzsza, na pierwszy rzut oka dos¢ skomplikowana, relacja oka-
zuje sie by¢ nieslychanie pozytecznym narzedziem, jezeli uswiadomi-
my sobie, Zze h moze oznacza¢ prawdziwos¢ okreslonej hipotezy, a d
— obserwacje pewnego zbioru danych. W ten sposob, znajac wiarygod-
nos¢ danych (likelihood, p(d|h)), ktéra zwykle mozna tatwo obliczy¢,
prawdopodobienstwo aprioryczne hipotezy (prior probability, p(h)) oraz
prawdopodobienstwo brzegowe danych (marginal probability p(d)), mo-
zemy okresli¢ prawdopodobienistwo, ze rozwazana hipoteza jest praw-
dziwa (posterior probability, p(hld)). Okreslenie prawdopodobienstwa
hipotezy na podstawie zaobserwowanych danych mozna bez zbytniej
przesady uznad za gltéwny cel empirycznego poznania swiata. Chodzi
tu nie tylko o poznanie za pomoca narzedzi dostarczanych przez nauki
empiryczne, ale przede wszystkim o poznanie bedace udziatem orga-
nizméw zyjacych w $wiecie. Czym bowiem jest, na przyklad, ocena
odlegtosci obserwowanego przedmiotu, jezeli nie oszacowaniem roz-
ktadu prawdopodobienistwa po hipotezach (odlegtosciach) na pod-
stawie danych (dwuwymiarowego obrazu na siatkdwce)? Problem
wnioskowania o prawdopodobienstwie hipotez na podstawie danych
jest, oczywiscie, takze centralnym zagadnieniem wnioskowania staty-
stycznego w naukach przyrodniczych. Jednakze, chociaz twierdzenie
Bayesa dostarcza narzedzia do rozwigzania tego problemu wprost, to
wciaz bardzo powszechna jest posrednia ocena prawdopodobienstwa
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hipotez na podstawie wiarygodnosci danych (ostawiony graniczny po-
ziom istotnosci p).

Sposrod  trzech wyzej wymienionych wartosci, wchodzacych
w skiad prawej strony wzoru Bayesa, uzyskanie prawdopodobienistwa
brzegowego danych moze nastreczy¢ najwigkszych trudnosci. Sytuacja
jest jednak stosunkowo prosta, jezeli mozemy ograniczy¢ uniwersum
rozwazanych hipotez do pewnego zbioru. W tej sytuacji prawdopo-
dobienstwo brzegowe danych p(d) jest rowne sumie wiarygodnosci
brzegowych danych po wszystkich hipotezach (') nalezacych do tego
zbioru, (H, wzor 5),

p(d) = ) pIR)PR). 6)

hreH

Podobnie, jezeli hipoteza jest wyrazona przez wartos¢ parametru
(0) nalezaca do pewnego ciaglego przedziatu, prawdopodobienstwo
brzegowe danych jest réwne catce po wszystkich mozliwych warto-
$ciach tego parametru (wzor 6),

p@ = [ p@iop@d. 6)

Rozwazmy nastepujacy przyklad. Naszym celem jest weryfika-
¢ja twierdzenia, Ze pewna osoba cechuje si¢ zdolnoscia do prekogni-
¢ji. Testem niech bedzie odgadniecie wyniku siedmiu kolejnych rzu-
tow moneta. Zalézmy, ze rzeczona osoba przechodzi test pomyslnie.
Zastosowanie statystycznej analizy czestosciowej zobowiazuje nas do
odrzucenia hipotezy zerowej (1), ktéra méwi, ze badana osoba nie po-
siada zdolnosci do prekognigji i uznania, ze owa zdolnos¢ jest w jej po-
siadaniu, poniewaz prawdopodobienstwo zaobserwowania otrzyma-
nego wyniku jest mniejsze niz 5% (p = 0,0078), jezeli hipoteza zerowa
jest prawdziwa. Rozwazmy teraz ten sam problem, stosujac wniosko-
wanie Bayesowskie. Najpierw okreslmy wartosci wchodzace w sktad
wzoru (4). Wiarygodno$¢ danych przy zatozeniu hipotezy negatywnej
(badana osoba nie posiada zdolnosci do prekognigji, p(d 15, )) jest rowna
0,57=0,0078. Wiarygodnos¢ danych przy zalozeniu hipotezy pozytyw-
nej (p(d1h,)) jest rtéwna 1. Przyjmijmy takie aprioryczne prawdopodo-
bienstwo hipotez, ktére wyraza umiarkowanie silne niedowierzanie
w istnienie badanego fenomenu, niech p(h,) = 0,999, a p(hp) = (,001.
Stosujac teraz wzdr Bayesa, otrzymujemy, ze:

1-0,001 _
1-0,001 + 0,0078-0,999

p(hpld) = 0,11.
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Widzimy wiec, Zze aposterioryczne prawdopodobienstwo hipotezy
pozytywnej jest znacznie mniejsze niz prawdopodobienistwo hipote-
zy negatywnej (p(h,1d) = 1-p(h |d) = 0,89), co powinno skfoni¢ nas do
odrzucenia tej pierwszej.

Powyzszy przyktad zostal dobrany tak, aby uwypukli¢ pewien pro-
blem wiazacy sie z wnioskowaniem Bayesowskim. Dobér prawdopo-
dobienstwa apriorycznego hipotez jest w tym przypadku nieco arbitral-
ny. Wyraza on przekonanie analizujacego, ze istnienie prekognicji jest
mato prawdopodobne. Mozna przypuszczacd, ze trudno bytoby uzyskac
takie priory w wyniku konsensusu oséb reprezentujacych wszystkie
mozliwe stanowiska w tej kwestii. Na szczgscie dobdr priorow czesto
nie stanowi problemu, poniewaz w wielu przypadkach wnioskowania
mamy do czynienia z jedna z trzech nastepujacych mozliwosci.

1. Wartosci prioréw dane sa obiektywnie. Jezeli badane zjawisko
jest mniej tajemnicze niz przywotane powyzej, na przyklad mamy do
czynienia z testem wykrywajacym pewna chorobe, ktorej czestos¢ wy-
stepowania w danej populacji jest nam znana, mozemy uzy¢ informacji
o prawdopodobienstwie apriorycznym hipotezy, zamiast je szacowac.
Z podobna sytuacja mamy do czynienia, kiedy replikujemy badania,
ktorych wyniki sa nam znane. Wyniki poprzednich badan stanowig tu-
taj doskonaty prior dla badan kolejnych.

2. Wartosci priordw nie wptywaja na wyniki analizy. Cecha wnio-
skowania Bayesowskiego jest to, ze im wigkszego zbioru danych uzy-
wamy do analizy, tym wigkszy wplyw na prawdopodobienistwo apo-
sterioryczne majq dane, i tym mniejszy wplyw maja priory. W praktyce
analiz statystycznych wynikow badan empirycznych czesto zdarza sie,
Ze analizowane zbory danych sa tak duze, ze analiza daje te same wy-
niki niezaleznie od wartosci priordw, o ile te ostatnie nie przyjmuja
postaci rozkltadow o skrajnych warto$ciach parametrow.

3. Nie chcemy przekazywac zadnej informacji za pomoca prioréw.
Moze si¢ zdarzy¢, ze nie mamy zadnych oczekiwan, co do prawdzi-
wosci hipotez. W tej sytuacji mozna uzy¢ prioréw nieinformacyjnych,
zwanych tez plaskimi. Takie priory nie faworyzuja zadnej z rozwa-
zanych hipotez. W powyzszym przyktadzie priory ptaskie mialtyby
wartos¢ p(h,) = p(h,) = 0,5. Wnioskowanie Bayesowskie, oparte o priory
nieinformacyjne zwykle daje wyniki zblizone do wnioskowania cze-
stosciowego. Nalezy jednak doda¢, ze réznice w teoretycznych pod-
stawach obu rodzajéw analiz pozwalaja interpretowac takie wyniki
W nieco inny sposob.

Zastosowanie wnioskowania Bayesowskiego do oceny podobien-
stwa wymaga odpowiedniej interpretacji poje¢ ,hipoteza” i , dane”.
W modelu Tenenbauma i Griffithsa, podobnie jak w modelu Sheparda,
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pojedyncza obserwacja obiektu 4, o ktérym wiemy, ze nalezy do kate-
gorii lub ktéry chcemy dopiero poddac kategoryzagji, jest rownowazna
z pewna wartoscig na rozwazanym wymiarze. Z kolei hipoteza h zosta-
fa w tym modelu zdefiniowana jako zbidr wartosci na tym wymiarze.
Hipoteza jest prawdziwa, jezeli a € C (a posiada wtasnos$¢ kryterialnag)
wtedy i tylko wtedy, gdy a € h, gdzie C oznacza kategorie. Jako dane
traktuje sie obserwacje, ze okreslony zbior obiektéw nalezy do katego-
rii. Dla uproszczenia, w dalszej czesci tekstu beda rozwazane przypad-
ki, w ktérych obiekty opisywane sa na jednym wymiarze, ale model
rownie dobrze moze zosta¢ odniesiony do sytuacji, w ktorej zaréwno
hipoteza, jak i obiekt sg zdefiniowane jako, odpowiednio, wektor pod-
zbioréw H i wektor wartosci . Opis za pomocg wyzej zdefiniowanego
stownika, przedstawionego wczesniej przyktadu, mogtby wygladac
nastepujaco Niech rozwazanym wymiarem bedzie waga owocu, a kry-
terium przynaleznosci do kategorii C, jak poprzednio —jego jadalnosc.
Hipoteza h moze by¢ przedziat od 200 do 500 gramdw, co oznacza, ze
hipoteza h jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie owoce
jadalne waza nie mniej niz 200 i nie wiecej niz 500 graméw. Mozemy
tez przyjac, ze mamy do dyspozycji dane w postaci dwoch obserwacji
jadalnych owocéw a, = 240 gramow i a,= 520 graméw. Nietrudno za-
uwazy¢, ze podany zbidr danych falsyfikuje hipoteze h.

Przedstawiona wyzej definicja danych pozwala, opierajac si¢ na
twierdzeniu Bayesa, obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze dana hipoteza
jest prawdziwa, jezeli zostat zaobserwowany okreslony zbiér danych.
Prawdziwo$¢ pojedynczej hipotezy nie wystarczy jednak, zeby oceni¢
prawdopodobienstwo, ze inny obiekt, co do ktérego nie znamy warto-
éci cechy kryterialnej, nalezy do danej kategorii. Zeby obliczy¢ to praw-
dopodobienstwo, musimy rozwazy¢ wszystkie mozliwe hipotezy. Tak
wiec twierdzenie Bayesa, dopiero przy uwzglednieniu calego zbioru
mozliwych hipotez, pozwala na obliczenie prawdopodobienstwa ge-
neralizagji, czyli prawdopodobienstwa, ze obiekt b o okreslonych ce-
chach posiada wlasnos¢ kryterialna, jezeli posiada ja obiekt a, czyli
ze rozwazany obiekt nalezy do tej samej kategorii C, co pewien dany
obiekt. Prawdopodobienstwo generalizacji otrzymuje sig, sumujac (lub
w przypadku ciagtej przestrzeni hipotez — catkujac) prawdopodobien-
stwo wszystkich hipotez obejmujacych przynalezno$¢ danego obiektu
do kategorii, jak to przedstawia wzdr (7):

p(be (Cla)= > plhla) %

h:bEh
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Dwa ostatnie elementy modelu, konieczne do okreslenia funkcji
podobienstwa to: wiarygodnosci danych (p(alh)) oraz sposob okresla-
nia prawdopodobienstwa apriorycznego hipotez (p(h)). Wiarygodnos¢
danych jest w modelu Tenenbauma i Griffithsa okre$lona wzorem (8):

r .
p(alh) = {Th] jezelia € h (8)

0 w innym wypadku.

A wiec im wigkszy zakres hipotezy h, tym mniejsza szansa, ze
obiekt o konkretnej wartosci lezacej w tym zakresie zostanie za-
obserwowany. Takie zalozenie wydaje sie by¢ intuicyjnie trafne.
Prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany dzien bedzie pierwszym
dniem tygodnia jest rowne 1/7, poniewaz tydzienn ma siedem dni, tym-
czasem prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany dzien bedzie pierw-
szym dniem miesigca jest tyle razy mniejsze, o ile razy liczba dni mie-
sigca jest wigksza niz liczba dni tygodnia. Nalezy jednak nadmieni¢, ze
nie jest to jedyny sposdb obliczania wiarygodnosci, rozwazany przez
autoréw. Opisany sposob zostat wybrany przez nich ze wzgledu na
wlasnosci opartej na nim funkcji podobienstwa.

Podobnie jak istnieje wiele mozliwych sposobéw obliczania praw-
dopodobienistwa zaobserwowania danych, istnieje takze wiele sposo-
bow okreslenia apriorycznego prawdopodobienstwa hipotez. Kryterium
wyboru powinna stanowi¢ zgodnos¢ z modelowanym srodowiskiem.
Znaczenie tego stwierdzenia moze uczyni¢ bardziej zrozumialym na-
stepujacy przyklad. W prezentowanych w dalszej czesci tekstu anali-
zach zbiorem wartosci, ktére moga by¢ przyjmowane przez obiekty,
bedzie skoniczony przedziat liczb catkowitych. Jezeli przedziat zawiera
n liczb, to istnieje (n*+n)/2 hipotez mieszczacych sie w tym przedziale,
rowniez bedacych przedziatami liczb catkowitych. W przypadku istnie-
nia skoniczonego zbioru hipotez, narzucajacym sie sposobem wyrazenia
poczatkowej ignorancji, jest przypisanie wszystkim hipotezom takiego
samego prawdopodobienstwa a priori. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
w opisywanym przypadku wartosci lezace blizej srodka rozwazanego
przedziatu sa objete przez wieksza liczbe hipotez, niz wartosci lezace
blizej krancéw przedziatu. Jezeli to stwierdzenie budzi watpliwosci,
mozna rozwazy¢ nastepujace hipotezy nalezace do przedziatu (1, 3): {1},
{2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}. Kazda z liczb 1, 2 i 3 jest objeta przez jed-
na hipoteze jednoelementowa i jedna hipoteze trdjelementowa, jednak
liczba 2 jest objeta przez obie hipotezy dwuelementowe, podczas gdy
liczby 1 oraz 3 — tylko przez jedna z nich kazda.



Bayesowska teoria oceny podobienistwa i kategoryzacji

W tej sytuacji funkcja opisujaca aprioryczne prawdopodobienstwo
obserwacji warto$ci przyjmie posta¢ odwroconej litery ,,U”. Taka po-
sta¢ funkcji prawdopodobienstwa obserwacji wartosci jest niepozada-
na, o ile nie mamy powoddw przypuszczaé, ze w danym srodowisku
prawdopodobienstwo (a priori) obserwagji rézni si¢ w zaleznosci od
wartos$ci. Sposobem na rozwigzanie powyzszego problemu jest przy-
jecie prioréw Jeffreysa (1946), ktore sa dobrane tak, aby prawdopo-
dobienstwo obserwacji kazdej wartosci byto rowne (a wiec tez sa one
priorami ptaskimi, tyle ze nie ze wzgledu na hipotezy, ale ze wzgledu
na mozliwe wyniki). Oznacza to, ze aprioryczne prawdopodobienstwo
hipotez lezacych blizej kranncow rozwazanego przedziatu musi by¢
wieksze niz hipotez lezacych blizej jego srodka (w powyzszym przy-
ktadzie p(h,) = p(h,) = 0,19, podczas gdy p(h,) = 0,11).

Okreslenie apriorycznego prawdopodobienistwa jest tylko jednym z
problemdéw zwigzanych z zagadnieniem doboru hipotez. Innym proble-
mem jest sam wybor zbioru hipotez. Zaleznie od tego, jaki zbidr hipotez
zostanie rozwazony, funkcja podobienstwa moze przyjmowac rézne
postaci. Ten problem moze jednak zosta¢ rozwigzany na gruncie teorii
Bayesowskiej. Struktura zbioru hipotez réwniez moze by¢ przedmio-
tem wnioskowania Bayesowskiego. W takim przypadku mieliby$Smy do
czynienia niejako z dwoma pietrami wnioskowania. Struktury hipotez
bylyby ewaluowane ze wzgledu na wynik wnioskowania o podobien-
stwie, dla ktdrego owe struktury stanowilyby dane wejsciowe. Autorzy
teorii poddali opisywany sposob rozumowania analizie, ktéra odstania
duze mozliwosci tej metody (Tenenbaum, Griffiths i Kemp, 2006).

Dziatanie modelu Bayesowskiego zostato zobrazowane na ryc. 2.
Krzywa przedstawia funkcje podobienstwa przyporzadkowujaca
obiektowi (definiowanemu jako wartos¢ na danym wymiarze) praw-
dopodobienstwo przynaleznosci do kategorii. Kétko oznacza zaob-
serwowany obiekt a nalezacy do kategorii C. Prostokaty oznaczaja
hipotezy, przy czym szeroko$¢ prostokata to zakres hipotezy, a jego
wysokos¢ — jej aposterioryczne prawdopodobienistwo. Funkcja podo-
bienstwa p(b € Cla) powstaje przez zsumowanie i znormalizowanie
wartosci prawdopodobienistwa hipotez dla kazdego punktu.

Rozwazmy dziatanie tego modelu na przyktadzie podanym wy-
zej. Niech rozwazanym zbiorem warto$ci bedzie przedziat [1, 3]. Niech
zaobserwowany obiekt a = 1 nalezy do kategorii C. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze obiekt b = 3 réwniez nalezy do C? Sposrdd szesciu
wyliczonych wyzej hipotez musimy rozwazy¢ te trzy, ktére zawierajg
obiekt b: h,= {3}, h2,3= {2, 3} oraz h1, 3= {1, 2, 3}. Tak wiec na mocy
wzoru (7) p(b € Cla) = p(h,la) + p(h, ,la) + p(h, , ,1a). Zaréwno p(h,la)
jak ip(h, ;1a) na mocy wzoru (8) jest rowne 0. Z kolei p(h, , ,la), jak

1,23
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wynika ze wzoru Bayesa (4), jest rowne 0,33 (poniewaz |k, , ,I =3), po-
mnozone przez 0,17 (prawdopodobienstwo aprioryczne hipotezy h, ,
,), podzielne przez 0,33 (suma wiarygodnosci brzegowej po wszyét—
kich hipotezach), co jest rowne 0,17. Tak wigc z faktu, ze obiekt o war-
tosci 1 posiada interesujaca nas cecheg, mozemy wyciggna¢ wniosek,
ze z prawdopodobienstwem 17% bedzie ja posiadal rowniez obiekt
o wartosci 3.

p(acCla)

-_—
o
i
==
e —
e
e ==

Ryec. 2. Tworzenie funkgji podobieristwa na podstawie hipotez zgodnych z ob-
serwacja w modelu Bayesowskim

Tak zdefiniowany model kategoryzacji jest bardzo ogdlny. Dwie
opisane wyzej teorie (teoria Tversky’ego oraz teoria Sheparda) okazuja
sie by¢jego szczegdlnymi przypadkami. Nie trzeba wykazywac, Ze jest
to prawda w odniesieniu do teorii Sheparda, wida¢ bowiem wyraznie,
w jaki sposob jest ona zagniezdzona w teorii Tenenbauma i Griffithsa.
Jezeli na gruncie teorii Bayesowskiej jako przestrzen hipotez przyjmie-
my kontinuum (o dowolnej liczbie wymiaréw) i wszystkim hipotezom
przypiszemy réwne prawdopodobienstwo a priori (ewentualnie uza-
lezniajac prawdopodobienstwo hipotez od ich rozmiaru), a ponadto
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ograniczymy zbior zaobserwowanych obiektéw nalezacych do katego-
rii do jednego, to model, ktéry otrzymamy bedzie tozsamy z modelem
Sheparda.

Troche trudniejszy jest dowod (podany za Paulewiczem, 2010)
twierdzenia, ze model Tversky’ego jest szczegdlnym przypadkiem mo-
delu Bayesowskiego. Rozwazmy alternatywng, stosowana niekiedy,
wersje modelu kontrastu (wzor 9):

)

J(ANB) +af(A\B) —B/(B\A
S(a,b)—1/<1+ FAnB) )
Przyjmijmy teraz, ze hipotezy w modelu Bayesowskim beda odpowia-
dac posiadaniu przez obiekt okreslonych cech. Tak wiec wiarygodnos¢
danych p(alh) jest rowna jeden, kiedy obiekt a posiada ceche &, czyli
h € Q(a), gdzie Q(a) jest zbiorem cech obiektu 4, a analogicznie jest row-
na zero, kiedy obiekt a nie posiada tej cechy (p(alh) =0 jezeli h & Q(a)).
Jezeli przyjmiemy, ze aprioryczne prawdopodobienstwo wszystkich
hipotez jest rowne, to prawdopodobienstwo generalizacji p(b |a) bedzie
stosunkiem liczby cech wspolnych dla obu obiektéw do liczby cech
obiektu a. Tak wiec:

|Q(a) nQ(b)I
Q)

__ le@nom)
0@ n QM) + Q@\eB)

p(bla) =

(10)

__ le@now)
0@) N Q) + Q@\Q )]

|Q(@)\Q ()] )
Q@) nQd)I )

co jest tozsame z alternatywnym modelem proporcji (9) i monotonicz-
nie zwigzane z modelem proporgji (2) i modelem kontrastu (1), jezeli
przyjac, ze funkcja fjest addytywna oraz a=0i 3 =1.

Nalezy zauwazy¢, ze otrzymali$my tutaj model zgodny z modelem
Tversky’ego, pomijajac teoretyczne problemy, jakie si¢ z nim wiaza.
W modelu wyprowadzonym z modelu Bayesowskiego nie pojawiaja
sie klopotliwe do interpretacji wolne parametry, a posta¢ modelu wy-
nika z ogolnej, wywiedzionej z uzasadnionych zalozen teorii, a nie jest
tylko formalnym odzwierciedleniem obserwowanych wynikéw.

= 1/<1+
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Tak ogdlny model mozna zastosowa¢ w bardzo wielu przypad-
kach. Jest oczywiste, ze konstruujac przestrzen hipotez, nie musimy
ograniczac sie do przedziatow liczb catkowitych, ale nawet ciagte prze-
dzialy wartos$ci nie wyznaczaja granic mozliwosci stosowania modelu
Bayesowskiego. Pozostajac na gruncie liczb, mozemy sobie wyobrazi¢
dowolne hipotezy wyrazajace kategorie, w jakie liczby sg ujmowane
przez ludzi, podczas operowania w $wiecie, na przyklad liczby parzy-
ste, liczby ,,okragte”, mate liczby itd. Mozna jednak pojs¢ dalej i opisy-
wac kategoryzowane obiekty na dowolnych skalach, na przyktad kolo-
ru, posiadania czterech nég lub ,, puchatosci”.

Do tej pory omawiana byla elementarna wersja modelu Ba-
yesowskiego, to znaczy funkcja podobienistwa byta tworzona w jedno-
wymiarowej dziedzinie dyskretnych wartosci, na podstawie jednego
elementu wzorcowego. Nietrudno jednak wyobrazi¢ sobie znacznie
ogolniejsza postac tego modelu. Po pierwsze wiec, zastapienie dyskret-
nej dziedziny funkgcji dziedzing ciagla wymaga jedynie dopuszczenia
zbioru hipotez, ktérych zaréwno poczatki, jak i dtugosci (jezeli mowi-
my o hipotezach bedacych przedziatami) zawierajg si¢ w kontinuum.
Zastosowanie modelu Bayesowskiego do takiego przypadku nie na-
strecza zadnych probleméw koncepcyjnych, nalezy tylko do obliczenia
prawdopodobienistwa brzegowego danych uzy¢ wzoru dla ciagtych
wartosci hipotez (wzér 6 zamiast wzoru 5). Dalej, stworzenie funkcji
podobienstwa na podstawie wigcej niz jednej obserwacji réwniez jest
mozliwe. Autorzy proponuja w tym celu zdefiniowa¢ wiarygodnos¢
wektora danych A jako iloczynu wiarygodnosci kazdego z punktow
danych a, (wzor 11),

|Al

p(Alh) = H(P(ailh) (11)
i=1

Nieco bardziej klopotliwe jest rozszerzenie teorii Bayesowskiej
na wigksza liczbe wymiaréw. Autorzy teorii proponuja dwa rozwia-
zania tego problemu. (a) Okreslenie funkgji podobienstwa niezaleznie
na kazdym z wymiaréw, a nastepnie scalenie predykcji (Tenenbaum
i Griffiths, 2001, zob. tez ryc. 3a). (b) Rozwazanie jako hipotez wycinkow
przestrzeni obejmujacej wszystkie rozwazane wymiary (Tenenbaum,
1999, zob. ryc. 3b). Obydwa powyzsze rozwigzania doskonale spraw-
dzajq si¢ dla przypadku problemu uczenia si¢ prostokatow (rectangle
learning task), to znaczy — problemu nabywania kategorii zdefiniowa-
nej przez niezalezne, ciagle przedzialy obserwowalnych wartosci na
dwoch wymiarach. Uzywajac wezesniej stosowanego przyktadu: o ka-
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tegorii zdefiniowanej przez prostokat mozemy mowi¢ w odniesieniu
do sytuacji, kiedy owoce jadalne to te, ktérych waga lezy w przedziale
od 200 do 450 gramdw oraz czas ich pojawiania sie zawiera si¢ miedzy
kwietniem a czerwcem.

Nie mozna jednak wykluczy¢, ze pewne kategorie beda okreslone
przez takie wartosci na obserwowalnych wymiarach, ktore sg od siebie
zalezne. Na przyklad ceche kryterialng moga posiadac obiekty, ktore sg
opisane za pomoca wysokiej lub niskiej wartosci na obu rozwazanych
wymiarach, ale nie niskiej — na jednym wymiarze i wysokiej — na dru-
gim. Zalezno$¢ miedzy wymiarami nie jest mozliwa do odzwierciedle-
nia w modelu operujacym roztacznie na kazdym z nich. Zastosowanie
takiego modelu do kategorii okreslonej przez skorelowane wartosci
doprowadzi do stworzenia nieadekwatnej funkcji podobienstwa (por.
rycina 3a i 3c). Opisanej sytuacji nie da sie takze wyrazi¢ w modelu
operujacym na hipotezach , prostokatnych”, jednak mozliwe jest takie
zastosowanie modelu, uzywajacego hipotez wielowymiarowych, aby
operowatl na innych niz prostokatne ksztattach hipotez, w tym takich,
ktdére obejmowatyby relacje zaleznosci pomiedzy wymiarami. Niestety
tak elastycznie zdefiniowanych hipotez jest znacznie wigcej niz hi-
potez prostokatnych, a Ze liczba hipotez rosnie wyktadniczo wraz ze
wzrostem liczby wymiarow, opisana metoda wykrywania zaleznosci
pomiedzy wartosciami na roznych wymiarach nie jest mozliwa do za-
stosowania w praktyce.

Ryec. 3. Funkgja podobienstwa dla dwoch wymiaréw, okreslona niezaleznie na
kazdym z wymiaréw (a) i okreslona w przestrzeni hipotez dwuwymiarowych
(b), oraz pozadany ksztatt funkcji podobienstwa uwzgledniajacy zaleznos¢ wy-
miaréw (c)
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Model Bayesowski przewiduje wiele jakosciowych wtasnosci pro-
cesu oceny podobienstwa. Kilka z nich zastuguje na uwage. Wptyw
liczby obserwacji na ksztatt funkcji podobienstwa jest jedna z nich.
Zaréwno na intuicji, dostepnej prawdopodobnie kazdemu, kto miat
okazje eksplorowac srodowisko, jak i na analogii z wnioskowaniem
statystycznym, tak Bayesowskim, jak czestoSciowym, mozna oprzec¢
sad, ze im wiecej obserwacji danego zjawiska zebralismy, tym mniejsza
jest nasza niepewnos¢ co do oszacowania wtasciwosci populagji, z kto-
rej pochodzita proba. Bayesowski model kategoryzacji odtwarza ten
efekt. Tak wigc im wiecej zaobserwowanych obiektow, nalezacych do
kategorii jest podstawa wnioskowania, tym wezszy przedzial wartosci
jest objety przez okreslong czes¢ rozktadu wyznaczonego przez funkcje
podobienstwa.

Aby wyjasni¢ w jaki sposdb powyzszy efekt jest uzyskany przez
model, nalezy przypomnie¢, ze wiarygodnos¢ zbioru danych A jest
rowna iloczynowi prawdopodobienstw dla kazdego z obiektow
w zbiorze (wzdr 11). Zatem im wiecej obserwacji, tym wiecej czynni-
kéw wchodzi w sktad wyzej przedstawionego wyrazenia. Poniewaz
prawdopodobienstwa prawdziwosci hipotez sa zawsze nie wigksze
niz jeden, prawdopodobienstwo kazdej z nich maleje (lub pozostaje
stale) wraz ze wzrostem liczby obserwacji. Chociaz prawdopodobien-
stwo wezszych hipotez maleje szybciej niz szerszych, to jednak zawsze
pozostaje wieksze niz dla hipotez szerszych (zob. wzdr 8). Dalej, z fak-
tu, ze suma prawdopodobienstw marginalnych maleje w miare wzro-
stu liczby obserwacji szybciej niz prawdopodobienstwo ktorejkolwiek
z hipotez, wynika, Ze wraz ze wzrostem liczby obserwacji, stosunek
prawdopodobienistwa generalizacji dla wartosci objetych wezszymi hi-
potezami, do prawdopodobienstwa generalizacji dla wartosci objetych
szerszymi hipotezami, rosnie. Efekt ten jest zobrazowany na rycinie 4a.
Funkcja podobienstwa okreslona na podstawie pieciu obserwacji ma-
leje szybciej w miare oddalania si¢ od zbioru obserwagji (dolny panel),
niz funkcja okreslona na podstawie dwoch obserwacji (gérny panel).
Oznacza to, ze jezeli model Bayesowski jest trafny, to im wiecej danych
o obiektach nalezacych do pewnej kategorii zostato zebranych z dane-
go przedziatu, tym mniej skionni jesteSmy dopuszczaé, ze kategoria
rozciaga si¢ poza ten przedzial.

Innym interesujacym efektem, ktory model Bayesowski jest w sta-
nie odtworzy¢, jest efekt wptywu wariancji wartosci obserwacji na pew-
nosc¢ oszacowania. Wyniki badan pokazuja, ze im mniejsza zmiennos¢
danych, tym wieksza pewno$¢ oséb badanych dotyczaca wnioskow
opartych na tych danych (Fried i Holyoak, 1984; Osherson, Smith,
Wilkie, Lopez i Shafir, 1990; Rips, 1989). Na gruncie podanego we
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wstepie przyktadu mozna ten efekt opisa¢ nastepujaco: jezeli wszystkie
zjedzone przez organizm owoce okazaly sie jadalne, to w przypadku
kiedy wszystkie te owoce byly koloru jasnoczerwonego, organizm po-
winien by¢ mniej sklonny za jadalne uzna¢ owoce o innych kolorach,
niz wtedy gdy jadalnymi okazaly sie¢ by¢ owoce o szerszym spektrum
koloréw (na przyktad od zéttego po ciemnoczerwony).

(a) (b)

Ryec. 4. Efekt wptywu liczby obserwacji (a) oraz wariancji obserwacji (b) na
funkcje podobienstwa w modelu Bayesowskim

Wyjasnienie tego efektu na gruncie teorii Bayesowskiej jest stosun-
kowo proste. Im mniej zréznicowane dane, tym wezsza jest hipote-
za, ktéra obejmuje wszystkie obserwacje. Ze wzoru (8) wynika, ze im
wezsza hipoteza, tym wigksza wiarygodnos¢ danych, a wiec, na mocy
twierdzenia Bayesa, wigksze prawdopodobienistwo hipotezy i w kon-
sekwengji — wieksza (relatywnie) wartos¢ funkcji podobienstwa w da-
nym punkcie.

Podsumowujac te krotka prezentacje modelu Bayesowskiego, na-
lezy powiedzie¢, ze ten model kategoryzacji i oceny podobienstwa
ma dwie wazne zalety. Pierwsza jest niestychana ogdlnos¢, ktéra po-
zwala wyrazi¢ w tym modelu niemal kazdy problem kategoryzacyjny
oraz dowolny zbidér hipotez, a takze uwzgledni¢ aprioryczng wiedze
podmiotu wnioskujacego dotyczacg zarowno struktury problemu, jak
i oczekiwanych wynikow wnioskowania. Skutkiem tej ogolnosci jest
mozliwo$¢ wywiedzenia z modelu Bayesowskiego dwoch waznych
modeli kategoryzacyjnych: modelu Tversky’ego i modelu Sheparda.

Druga zaleta modelu Bayesowskiego jest to, ze podobnie jak mo-
del Sheparda, wyraza on problem oceny podobieristwa wprost. Model
Tenenbauma i Griffithsa jest optymalnym rozwigzaniem dobrze okre-

267



268

Tomasz Smolen

Slonego problemu. Dziatanie modelu nie jest efektem dopasowywania
jego konstrukgji ad hoc, w celu odtworzenia obserwowanych wynikow,
ale racjonalnej analizy problemu, ktérego rozwiazanie jest celem mo-
delowanego zachowania.
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